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1. Bevezetés

A dolgozat a gravitaciés hulldmok 4dltalanos relativitdselméleti lefrasat targyalja, en-
nek megfeleléen az dltaldnos relativitiselméleti hétteret nem mutatjuk be, de a dolgo-
zat szdmoldsaihoz felhaszndlt, nélkiilozhetetlen, a térid6 geometridjanak jellemzéséhez
sziikséges tenzorokat a mostani bevezetSben felsoroldsszertien megadjuk, a tenzorok és
tulajdonsdgaik megtaldlhatok [1] konyvben:

— Christofell-szimbolum:

PS,U, — lgaﬁ <8gﬁﬂ + ag”ﬁ o 691’#) (1)
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— a gorbiileti-tenzor:

_orn, ory,
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— Ricci-tenzor:

Y arzﬂ amu Y e} Yy a

R, = R/m/ = 5 v + Fwa Fw I, Fw 3)

— Ricci-skalar:
R = R;w g,uzz (4)

— Einstein-tenzor:
1

G;w = R,Lw - ég;wR (5)

Einstein elmélete alapjan a térid6 geometridjit az anyagi mez6k befolydsoljak. A
téridd geometridjanak véltozasat leiré egyenleteket az Einstein-egyenlet adja meg:

G, =871, (6)

Az anyagi mez6 valtozdira vonatkozé mozgasegyenletek a Lagrange-féle varidcidsza-
mitds modszere alapjan lehet megadni:

OA OA
0d, 0V,
Az igy megadott parcidlis differencidlegyenlet-rendszer adja meg az anyagi valtozokra
és metrikus véltozokra vonatkoz6 evolucids egyenleteket.




2. Az Einstein-egyenletek hullimmegoldasa

2.1. Gyenge-tér kozelités és mértéktranszformaciok

A gravitdciés mez0 eltlinésével a téridd sik. Ennek megfelelGen a gyenge gravitacios
terek Ugy definidlhatok, melyek térideje "kozelitleg sik". A "kozelitdleg sik" téridd azt
jelenti, hogy taldlhat6 olyan koordindtarendszer, melyben a metrikus tenzor komponensei
felirhat6k

Guv = Nuw + h,uz/ (8)
alakban, ahol
N = diag(—1,1,1,1) 9)

a Minkowski térid6 metrikdja, a h,, komponensekre pedig teljesiil, hogy |h,,| < 1
minden x , v komponensre. Az olyan koordinatarendszert, mely a fenti tulajdonsdgoknak
eleget tesz, kozelitéleg Lorentz-koordindtarendszernek nevezziik. Feltétel volt, hogy ta-
laljunk egy ilyen koordindtarendszert. Az éltaldnos relativitdselméletben koordindtarend-
szerek kozott tetszOleges transzformdacidkat végrehajthatunk, ezért nem biztos, hogy ha
az egyik koordindtarendszeriink kozelitdleg sik, akkor egy tetszdleges koordinatatransz-
formécio utan is kozelitdleg sik marad.

A most kovetkez6kben megvizsgéljuk, hogy mi a feltétele annak, hogy egy kozel sik
koordinatarendszer koordindtatranszformécié utan is kozel sik maradjon. Hajtsunk végre
egy infinitezimadlis koordindtatranszforméciét, mely a koordinatdkat

' = 2% 4 ¢*(2P) (10)

médon transzformdlja. ¢* a koordinatak (z°) fiiggvénye. A fenti egyenlet tirhato,
kifejezve a vessz6tlen koordindtat a vesszds koordindta fliggvényével

z® = 2’ — (7). (11)

Megkoveteljiik (*-ra, hogy (¢ < 1, valamit |, | < 1 feltételek teljesiiljenek min-
den «, (8 komponens esetében. Elvégezve a derivalast 2’7 szerint, a fenti egyenletet a
lancszabdly felhaszndldsaval a

ox* . orface .,

IR o e B A (12)

alakra lehet hozni. Kihaszndltuk, hogy csak a (“-szerinti elsérendl tagokat vettiik

figyelembe, illetve, hogy a Kronecker-delta minden koordindtarendszerben ugyanaz. Te-

gyiik fel, hogy a vesszétlen rendszeriink kozelitdleg sik, vagyis teljesiti a (8), (9) feltéte-

leket. Nézziik meg, hogy mik lesznek a vessz8s rendszerben a metrikus tenzor kompo-
nensei. A vessz6tlen metrikus tenzort a vesszds rendszerbe transzformalva

ozt Ox”
'aB = 5 - A 39 13
Jab = e ga/B (13)



kifefejezést kapjuk. Ennek 4atalakitdsdhoz felhaszndlva (8), (12) egyenleteket, majd
helyettesités utdn csak az elsd rendig figyelembe véve a tagokat, g, 5 eleget tesz a kovet-
kez6 egyenletnek

G = (6408 — CLO8) M + 0405 . (14)

Egyszer( 4talakitiasok utdn (felhaszndlva, hogy els6 rendben (, = go,.(¥ = N0 (¥), @
fenti egyenlet az

gtlyﬂ = Nap + hozﬁ - Coc,ﬁ - Cﬁ,a (15)

alakra hozhat6. Az atalakitasok sordn felhasznaltuk, hogy a 7, komponensek koor-
dindtdk szerinti derivaltjai nulldk, tovdabba a komponenseket most is elsé rendig vettiink
figyelembe. Osszehasonlitva (12) és (15) egyenleteket, a Rl 5 vesszOs véltozo kifejezésére

hos = hap — Cap — CBia- (16)

egyenlet adddik. (,-raés h,z-rakirétt megkotések alapjan elmondhatd, hogy a vesszs
rendszer h, ; metrikus perturbdcidja is teljesiti a |h;,5| < 1 feltételt minden «, 3 esetben.
A szamoldsokbodl kovetkezik, hogy ha olyan éltaldnos koordindtatranszformaciokat al-
kalmazunk, melyek a koordindtdkat csak infinitezimalis mértékben véltoztatjak, akkor az
eredetileg kozel sik téridénk a transzforméciok elvégzése utan is kozel sik marad. Az
olyan transzformécidkat, melyek tudjdk (16) feltételt, mértéktranszforméacidknak nevez-
ziik. Segitségiikkel az Einstein-egyenletek az adott probléma szempontjabdl a legegysze-
rlibb alakra hozhatdk.

2.2. Einstein-egyenletek gyenge-tér kozelitésben

A "kozelitbleg sik" téridSben a h,s komponensekre vonatkoz6 Einstein-egyenletek
meghatdrozasdhoz el6szor meg kell hatdrozni a gorbiileti tenzor, a Ricci-tenzor és a Ricci-
skalar kifejezését A részletesebb szamoldsok megtaldlhatdk [2] jegyzetben, a most kdvet-
kez6kben a szdmoldsokat vazlatosan ismertetjiikk. A teljesen kovaridns gorbiileti tenzor
alakja:

Raﬁw = gaunga = Yo (Fga ng -I %7 Fg(s + FZM - %,a) : )

Az igy megadott gorbiileti tenzorban a Christoffel-szimb6lumba behelyettesitve (8)-
at, majd csak az els6rendben kicsiny tagokat megtartva az alabbi végeredményt kapjuk

Raprs = 5 (has sy + Mpvias — havy,ps — Pps.an) - (18)

DN | —

Ko6nnyen megmutathatd, hogy a fent megadott kifejezés fiiggetlen a mértéktranszfor-
macioktol. (16)-bol kifejezve h,,,-t, majd visszahelyettesitve a megfeleld indexekben €s
kihaszndlva a Young-tételt,

o*f  0*f
oxdy  OyOx

(19)



a fenti 4llitds igazolhat6. Az Einstein-egyenlet felirdsdhoz meg kell hatdrozni a Ricci-
tenzort €s a Ricci-skaldrt (3), (4) alapjan. Ezek h,,-ben elsdrendi kifejezéseire rovid
szamolas utan a kovetkezdk adoédnak:

1 a a a
RHV = 5 (hu,ua + hV,[AOé - hbu,a - hvﬂ”) ) (20)
R =1 Ros. @1

Felhaszndltuk, hogy 7,,, elemei konstansok, tovdbba az aldbbi kifejezéseket vezettiik
be, K% = 1% (hya) ,» b = RS = n*Phas. Visszahelyettesitve az igy kapott kife-

v,
jezéseket (5)-be majd a szdmoldsok elvégzése utdn az Einstein-tenzor komponensei elsé
rendben, kovarians formaban

1
— e et a af B
GMV - 5 [hua,y + hua,;t - hulx,a - thV — Nuw (hozﬁ - h,/)’)] : (22)
A fenti egyenlet /,,, transzformdciéjaval tovabb egyszer(isithets. Bevezetve

} 1
hw/ = h,uzx - 577;wh (23)

kifejezést, G, leegyszerisithet. A behelyettesités és a szdmoldsok elvégzése utin
G = 2 (B kS T, — B2 2
Y _5 [rxe + Mg = Ny = Nuap| - (24)

Ennek megfelel6en felirhatjuk a }_1/“, komponensekre vonatkozo Einstein-egyenleteket
(6)-nek megtelelden,

}_lva + T],U,VB’O?BB — B,O& - B’a = _].6 ﬂ-T,U,V' (25)

il po,v vo, o

A fenti egyenlet tovabbi egyszerisitését a mértéktranszformécidk teszik lehetové.
Els6 1épésben megmutatjuk, hogy a ijf = 0 feltétellel rogzitett mérték segitségével (25)
bal oldaldnak utolsé 3 tagja azonosan nullat ad. Az egyszertsitéseket kiirjuk, mivel nem-
trividlis 1épéseket is tartalmaznak,

— elsd tag:

Bt = (oo o D07 = (1 o 1" 0™ W17
=07 05 Wl = hY, = (1‘17;)77 =0, (26)

felhasznaltuk, hogy 1., 7" = ¢, valamint, az utols6 tagban a zardjelen beliil a
mértékfeltételt,

— masodik tag:

(ol

Wty = Ty Moo (P27) = Ny Nhaw N7 125 =
My O W = My W = 1y (BT - 27)

Nea



— harmadik tag:

Bt = Moy Moo (7)™ = 1y o 1™ R =
Moy 5; hquT = TNy h?/fa = TNy (h?/o'o—) e (28)

Kovetkezd 1épésben megmutatjuk, hogy az infinitezimalis mértéktranszforméciok se-
gitségével mindig lehet taldlni olyan (* vektormezot, mely az el6bb megadott mérték-
transzformacios tulajdonsagot teljesiti. Tegyiik fel, hogy hl? # 0 teljesiil minden 4,
v-re. (16) mértéktranszformacié utan

h,EZIL/J) = hl(;/eg) - C,u,l/ - Cl/,,LL' (29)

Ertelmezhetjiik l_z,(ﬁ,j)—t (23) alapjan, majd (29) helyettesitésével az atalakitdsokat elvé-

gezve adodik,

7 (uj uj 1 ey uj 7 (re
h;(w]) = h( 7 — 577;w n ’ hgﬁj) = h;(wg) - Cu,u - Cz/,u + Ny C:Bﬁ (30)

A mértékrogzitd feltétel alapjan

plwimy — p(reguv nuanvﬁ Cap — 1" nl/ﬁ Cho + v CZ’ (31)
G = RGO — g8 e — (4 0 (T, (32)

A madsodik egyenlet utolsé tagja az «, v 0sszegzd indexek megfeleltetése miatt kiejti
egymast, igy végeredményben kapjuk
B(}/‘j)/“’ — B(:;eg)/“’ _ 771/,3 C# (33)

Ujra kihaszndlva a mértéket rogzits feltételiinket (22" = 0), a kapott differencidl-
egyenlet a (* véltozora:

_ 5 o2
hf;eg)lﬂ/ =7 B Cff/ﬂ —_ <_ﬁ + v2> Cu (34)

Ennek a mésodrendd parcidlis differencidlegyenletnek a metrikus komponensek, h*”
i6 megvalasztdsa mellett mindig létezik megolddsa (#-ra. A h{“" = 0 feltétellel be-
vezetett mértéket Lorentz-mértéknek nevezziik. Ebben a mértékben a perturbalt metrikus
valtozokra vonatkoz6 Einstein-egyenletek az aldbbi egyszerti alakot oltik:

—ne  =167T,, (35)

pv,o



2.3. Az Einstein-egyenletek vakuum megoldasa

A (35) egyenlet megoldasit meg kell vizsgélni vikuummegolddsok esetében, hogy
lassuk, az egyenlet felirhaté-e a j6l ismert hullimegyenlet alakjdban. Ez fontos, mivel
ezzel lehet igazolni, hogy az igy kapott "gravitacios hulldimok" a forrasrol leszakadva a
szabad térben tudnak terjedni. Vakuummegoldas esetében 7}, komponensek azonosan
nulldk, ezért (35) egyenlet felirhat6

2
R o =1"" huvaa = (—% + v2) By =0 (36)

alakban. A szdmoldsok elején a ¢ = 1 egységrendszert vdlasztottuk. Ha ehelyett
visszatériink c-t jellemzd egységrendszerre, akkor kihasznalva, hogy n°° = —1/c¢?, a fenti
egyenlet a jol ismert, hullimegyenletet adja vissza a f_zu,, komponensekre, melyek fény-
sebességgel terjednek a szabad térben. Ezzel megmutattuk, hogy az Einstein-i dltaldnos
relativitdselméletnek 1éteznek hullimmegoldésai.

2.4. TT Gauge

(36) hullamegyenlet megoldésait az alabbi alakban érdemes keresni,

hu = Re[A,, exp(ikax®)]. 37)

A Re funkci6 a valds részt jelenti, A, a hullim amplitidd, k. pedig a négyes hul-
lamszamvektor. A Lorentz-mérték feltétele és h,, tenzor jellege alapjan a kovetkezd
megallapitasok tehet6k:

— ]_lm, szimmetrikus tenzor, ennek megfelelen A, is szimmetrikus, ami folytdn csak
10 fiiggetlen komponense van,

— A Lorent-mérték feltételébdl adodik, hogy
Wi = AM ko = 0. (38)

Az eredmény értelmezhetd gy, hogy a hulldim amplitiddja merdleges a négyes
hulldmszamvektorra, vagyis a graviticios hulldim transzverzalis hullim. Ez négy
egyenletet ad az amplitidé komponensei kozott, vagyis csak hat lehet fiiggetlen
egymastol.

— felhaszndlva a kovaridns derival6 operdtorok kommuticiés tulajdonsdgat, valamint
a mértékrogzitd feltételt alsé indexekben, felirhat6 az aldbbi egyenlet:

R o = 1" Byao = 0, (39)

pv,o

melybdl kovetkezik, hogy k., £ = 0, a négyes hullimszdmvektor fényszerti né-
gyesvektor

A mértéktranszforméciot meghatdrozo feltétel alapjan megmutattuk, hogy barmilyen
h(re9)# tenzorhoz megadhaté olyan ¢® mértéktranszforméciét meghatirozé négyesvektor
mely kielégiti (34) egyenletet. A kovetkezOkben megmutatjuk, hogy ennek segitségével

7



az A, négyes amplitido 6 fiiggetlen komponense tovabb redukdlhaté 2 fiiggetlen kom-
ponensé. Ennek beldtdsdhoz vegyiik észre, hogy (34) nem hatdrozza meg egyértelmiien
¢*-t, ugyanis amikor megadjuk a z'* = z* + (* mértéktranszformaciot, hogy eleget te-
gylink a mértékfeltételnek, akkor (#-hoz hozzdadhat6 egy tetszSleges 1/* négyesvektor
(C* = "+ 9*), mely (34) alapjan kielégiti a

82
(—@jtv)w:o (40)

masodrend(i parcidlis differencidlegyenletet, (34) teljesiilése mellett. Ennek megfele-
16en bevezetve §, = (, + 1, véltozot, felirhaté a mértéktranszformacié utdn a mérték-

transzformdcidnak eleget tev Uj perturblt BELT,T) komponens:
B = i — € — € (41)
1, megvalaszthato gy, hogy teljesiiljenek az aldbbi feltételek:

e =0 Vu (42)

h&TT)“ - (43)

A két egyenlet v,,-re ad kényszereket, ennek megfeleléen (40) egyenlet azon partiku-
laris megolddsai jok, melyek teljesitik az alabbi két egyenletet:

RS = Gt = G — Yt — Yru = 0, (44)
1-
;LM — 2 “7’69) M CM (45)

Ekkor az amplitidé komponensekre teljesiil, hogy Al = 0, A, = 0, Vure. A
fenti transzformdacioval megadott mértéktranszformaciot nevezik TT Gauge-nek, a transz-
formécidval kaphaté komponenseket pedig feliil (TT) indexel jelolik. Tegyiik fel, hogy
a nyugalmi megfigyel6hoz rogzitett koordinatarendszerben "z"-irdnyban egy gravitacios
hulldm jon be. Ekkor k% = 0, k¥ = 0, k* = w, k' = w. A perturbdlt metrikus-tenzor
komponensei ekkor eleget tesznek a

RIT) — AgT) cos (w (t — f)) (46)

pv c
egyenletnek. Ebben az esetben h Ik feltétel alapjan A, k* = 0 egyenletek addd-
nak, melyek kovetkeztében A,. = 0 minden p-re. Ez tovdbbi 4 feltétel igy Osszesen két
fiiggetlen komponens marad. Ezek és (42) alapjan felirhatok hW komponensei métrix
forméban reprezentdlva

00 0 0

- 0 he hy O

(TT) _ Ry Ry

o 0 hy —hy O 47)
00 0 0



vagy masképpen, megkiilonboztetve . -hoz és hy-hez tartozé tenzorok koordinata-
(TT) _
reprezentécidit, h = h+W + hy s

00 0 0 00 0 0

_ 0 0 0 0 0 0

(TT) _ + U A x

o 00 —h, 0] |o0on o0 o0 48)
00 0 0 00 0 0

Tovéabba felirhatok a komponensek az amplitidok megfeleld helyettesitésével (46)
egyenlet alapjan

hy = A, cos (w (t — %)) , (49)
hy = Ay cos <w (t — g)) ) (50)

3. GH-ok kolcsonhatasa geodetikus mozgast végzo tomeg-
pontokkal

A GH-ok szabad tomegpont mozgdsara gyakorolt hatdsat egy adott megfigyelS sze-
rinti vonatkoztatdsi rendszerben irjuk le, melynek sordn a megfigyel6 a prébatest moz-
gdsat egy masik probatesthez képest irja le. Ezért a tovdbbiakban a GH-ok hatasat két
probatest egymdashoz viszonyitott geodetikus mozgasuk segitségével jellemezziik. A pro-
batestek olyan tomegpontok, melyek nem hatnak vissza mozgésuk révén a téridé geo-
metridjara, vagyis a metrika térkoordinatdk szerinti fiiggése adott, (7) egyenletet nem kell
figyelembe venni. Az egyes probatesteket 1 és 2-vel indexeljiik. A prébatestek négyes
helyvektorai z(7)} és z(7)5 = z(7)} + {(7)*, a geodetikus mozgéasegyenletek a préba-
testekre:

d*at! dr1, dzip
= T H @
0= THmas =5 " .
d*al) dos dxag
= T H 2 . 2
0 dr? + (372)a/3 dr dr (52)

F(a:z) Christoffel-szimb6lum az x-re vonatkozé kifejezés segitségével sorbafejt-
het6 x4 korul

F(Iz)aﬁ =D(z7 +¢” )aﬁ = F(xl)aﬁ + Faﬁygll‘ (53)

Kivonva (51) és (52)-t egymdsbdl, majd helyettesitve (53)-at és csak a (*-ben elsd-
rendd tagokat megtartva az aldbbi egyenlet adddik,

d*¢t dC S
grr " Tos?" G et g T s,

TP = 0. (54)

Az igy meghatérozott egyenlet nem tenzoregyenlet, mivel I' nem tenzorként transzfor-
malédik. A fenti egyenlet azonban atirhatd tenzoros formdban a kovetkezd 1épésekben.



Irjuk fel ¢* kovaridns derivéltjat és kétszeres kovarians derivaltj4t

D¢ dC dxﬂ
— *— 55
Dt dT C (53)
D3¢ D ( D¢+ D¢* D¢°
= —_— - Flt 0'
D2t Dr < Dt ) dr ( Dt ) o Dt (56)
Az els6 derivaltbol helyettesuve klfejezest a derivaldsokat elvégezve és kihasz-

ndlva, hogy a prébatestiink geodetlkus mozgast végez, vagyis

e _ b
dr  dr2

= %07 0’ (57)

Rovid szamolds utdn kapjuk, az indexek permutécidjaval, hogy

DX SITI.
— Yo, u VP TH
B = e a0 Tl T
(rwrfw - Pgﬁrgé) W7 b (O, (58)
d*¢* dC LS o
= (rg + Dogv’ == + T, ¢ uﬁ> : (59)

Ezt visszahelyettesitve (58) egyenletbe, majd felhaszndlva a gorbiileti tenzor (2) kife-
jezését, egyszeri atalakitdsokkal kapjuk

DQC“ _

B b vt v’ (7, (60)

Tehat a két pont kozotti négyes helyvektor kiillonbségére vonatkoz6 mozgésegyenletet
a fenti egyenlet adja. A probatestek geodetikus mozgast végeznek. Tegyiik fel, hogy a
két probatest, vagy ha ugy tetszik a probatest és a viszonyitasi pont (amely ugyancsak egy
prébatest) a megfigyeld rendszerében legyen nyugalomban. A viszonyitdsi pont legyen
az origdban, a probatest pedig a (dz, dy, 6z) koordinatapontban. Ekkor

v = (1,0,0,0) 61)
¢* = (0,0r, 0y, 62) (62)

(60) mozgasegyenletben a sajatidot lehet helyettesiteni a koordinataidével, ¢-vel, mi-
vel a metrikdnk infinitezimdlisan tér el a sik téridé metrikdjatol és (¢ is infinitezimdlis.
Tovébba felhasznédlva a masodik kovaridns derivalt alakjét, (56)-ot és I'-ra vonatkozé (1)
egyenletet valamint (8)-at, konnyen beldthat6, hogy a méasodik derivaltbdl csak a ¢ koor-
dinétaidé szerinti masodik derivalt marad meg mint elsérend( tag (“-ban, ezért az alabbi
egyszerl egyenletet kapjuk

82{’&

S = Has’ (63)
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1. dbra. a TT Gauge-ben leirt gravitacids hulldm h és h, komponensei éltal el6idézett
torzulds egy gylrtiire

(18) gorbiileti tenzor komponenseinek felhasznaldsdval (szem el6tt tartva, hogy végig
TT Gauge-ben vagyunk, "z" tengely mentén bejovd gravitaciés hullim) megadhat6 az
aldbbi mozgéisegyenlet:

7 (TT)
Pla_ _10as_ (64)
o2 2 0%

A fenti egyenletet kiintegralva a kovetkezo6t kapjuk:

() = —%B(t)g?g(o)ﬁ +Ct+D 65)

C a kezdGsebesség és D a kezdeti helykoordindta. Tegyiik fel, hogy kezdetben a
prébatest nem mozgott és az origdban volt. Ekkor képezve a

AC(t)a = C(t)a - C(O)a (66)

kifejezést, a
1-
AG(t)a = —5hys¢(0)° (67)

egyenletet kapjuk. Most kihasznalhatjuk a TT Gauge mértéket és helyettesithetjiik
h((lTBT)-t. Hogy megértsiik h és hy jelolés értelmét, tegyiik fel, hogy ¢* = (0, dz, 0y, 0).
Vizsgaljuk azt a két specialis esetet, amikor hlT = k1T és hIT = hTT . Az els6 esetben

+upv Xpy®
(67) alapjan a megoldas

Ax = —%AJrexp <iw (t - E)) dz(0), (68)
Ay = —%AJrexp (iw (t — §>> dy(0), (69)
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mig a masodik esetben

Ax = %Axemp (iw (t — %)) dy(0), (70)
Ay = %Axea:p <z’w (t — %)) dz(0). (71)

A megolddsokbdl lathatd, hogy a probatestek kozotti tdvolsdg megvaltozasa aranyos
a kezdeti tavolsagkiilonbségekkel. A fenti két eset megolddsaibdl adédé deformacidkat
egy, az x — y sikban levd gy(ri esetében az 1. dbra szemlélteti. A fels6 dbra sorozat a h,
komponens altal el6idézett deformaciokat mutatja be a gravitacids hulldm peridédusidejé-
nek meghatarozott értékeire, mig az als6 dbra sorozat a h, komponens hatdséat illusztrélja.
Tovébbi esetek vizsgédlata megtaldlhat6 [2] jegyzetben.
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