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1. Bevezetés

A gravitációshullám detektálás új fejezetet nyit az asztro�zika történetében.
Egy új típusú információforráshoz jutunk a gravitációs hullámok által, így már
nem csak elektromágneses jelekre hagyatkozhatunk az asztro�zikai objektumok
felderítésénél. Az asztro�zikában a legtöbben számítanak új, eddig ismeret-
len gravitációshullám források felfedezésére is, de vannak ismert gravitációshul-
lám források is1. Ilyenek a kompakt kett®sök, az aszimmetrikus kompakt forgó
objektumok, illetve a szupernóvák. Ez el®bbi kett® hullámjelét többé-kevésbé
ismerjük, és nagy-erej¶ számítógépek segítségével igyekszünk kiemelni a háttér-
zajból. A szupernóvák detektálása több nehézségbe ütközik az el®z®eknél is,
mivel jelalakjuk nem ismert, és el®fordulásuk is ritka, el®re nem jósolható. A
sztochasztikus gravitációshullám háttérsugárzás (Stochastic Gravitational-Wave
Background, SGWB) ebb®l a szempontból egy teljesen más típusú � jelforrás�,
és más detektálási módszert igényel.

Az SGWB, de�níció szerint, nagyszámú asztro�zikai vagy kozmológiai ere-
det¶, felbontatlan gravitációs hullámok szuperpozíciójából áll össze [1]. Ennek
megértéséhez vissza kell térnünk az optikai felbontáshoz. Például ha az égen
távcs®vel vizsgálódunk, távcsövünknek van egy optikai szögfelbontása. Az égen
azokat az objektumokat tudjuk megkülönböztetni, amiknek a szög-távolsága
nagyobb, mint a távcsövünk felbontóképessége. Egy L-alakú gravitációshul-
lám detektor esetében, mint a LIGO, ez a felbontóképesség nagyságrendileg 90°
környékén van [2]. Ez a gyakorlatban azt jelenti, hogy az egész égbolt �fel-
bonthatatlan� abból a szempontból, hogy bármely forrás, a detektor és a forrás
elhelyezkedését®l függetlenül, jelent®sen hozzájárul a detektor kimeneti adatá-
hoz. Épp ezért, ha �sok� forrás van jelen az égen, még ha pontszer¶ek is, a
kapott jel sztochasztikus természet¶ lesz [2].

Az SGWB forrásokat emiatt két külön részre bontják, amelyikb®l nem tud-
juk bizonyosan, melyik lesz a jelen®sebb a LIGO mérési tartományában. Az
egyik a közeli, Tejútrendszeren belüli, nagyszámú források - fehértörpe kett®-
sök, magnetárok [6], forgó neutroncsillagok [7], szupernóvák - felbontatlan jele,
a másik a kozmikus eredet¶ háttérsugárzás, más néven kozmológiai maradvány-
sugárzás.

2. Kozmológiai maradványsugárzás

Asztro�zikai szempontból az érdekesebb forrás a kozmológiai maradványsugár-
zás, amely az Univerzum korai szakaszaiba enged betekinteni. Különösen fontos
ez a maradványsugárzás, mivel a gravitációs hullámok gyengén hatnak kölcsön
az anyaggal, így a mérend® háttérsugárzás várhatóan kis mértékben módosult
csak a lecsatolódása óta, valamint, mivel a gravitációshullám háttérsugárzás ko-
rábbi eredet¶, mint az elektromágneses párja. A továbbiakban ezzel a típusú
háttérsugárzással foglalkozunk.

1Összefoglaló a gravitációs hullámokról, detektorokról és forrásokról: [10]
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A gravitációshullám detektálásnál, legyen szó akár háttérsugárzásról, akár
pontszer¶ források jelér®l, a legnagyobb problémát a detektor saját zaja jelenti,
amely jóval meghaladja az asztro�zikai eredet¶ jelek nagyságát. Épp ezért fon-
tos a detektorok saját zajának pontos ismerete. Ezt a zajt hagyományosan
a teljesítménys¶r¶ség-spektrummal jellemezzük, ami a zaj Fourier amplitúdó-
spektruma egyoldali frekvenciaskálán ábrázolva2. Az 1. ábrán a LIGO detekto-
rok teljesítményspektruma látható különböz® tudományos adatgy¶jtési id®sza-
kaik során. A LIGO és Virgo legalacsonyabb zajszintje, vagyis legérzékenyebb
tartománya 100Hz körüli. Az ezen a frekvencián érkez® gravitációs hullámokat
van a legjobb esélyünk kiemelni a háttérzajból.

1. ábra: LIGO detektorok zajának teljesítménys¶r¶ség-spektruma
log-log skálán a különböz® tudományos adatgy¶jtési id®szakok (Sci-
ence Run, S1-S5) alatt. Az LLO a livingstoni, LHO pedig a hanfordi
LIGO detektor nevének rövidítése. Forrás: bevezet® el®adás fóliái3

A gravitációs hullám sokban hasonlít az elektromágneses hullámhoz. Egy 100Hz-
es elektromágneses hullám keltéséhez elektromágneses töltéseket kell rezgetni
100 Hz-en. Hasonlóan, egy adott frekvenciájú gravitációs hullám keltéséhez
�gravitációs töltést�, azaz tömeget kell �rezgetni�. Ebb®l a szempontból az egész
Univerzum �rezg® tömegnek� számít, amiben a tömeg olyan periódusid®vel �re-
zeg�, ami ahhoz kell, hogy a tömeget alkotó anyag és energia átjusson a horizont

2Teljesítményspektrumról b®vebben lásd Angler Gábor dolgozatát:
http://people.bolyai.elte.hu/~pra�ai/Dolgozatok/12_AnglerGabor.pdf

3http://bolyai.elte.hu/~pra�ai/GH_Ora/gravhullam_asztro_pra�ai_2013.zip
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két átellenes pontja között. Mivel a gravitációs hullám kvadrupól sugárzás, a
frekvencia kétszeresénél jelenik meg, (ellentétben az elektromágnesessel, amely
dipól sugárzás). Nem a horizont két átellenes pontja között megtett út ideje
egyezik meg a keletkez® hullám periódusidejével, hanem ennek fele. Hosszokban
a horizonttávolság egyezik meg a frekvenciához tartozó hullámhosszal. Ennek
következtében a mérend® kozmológiai gravitációshullám maradványsugárzás az
Univerzum azon korából származik, amikor a horizonttávolság épp a keresett
hullámhosszal egyezett meg. A számolás annyival még bonyolódik, hogy a most
100Hz körüli gravitációs hullám az Univerzum tágulása során vöröseltolódáson
is keresztülment. Tehát azt az id®t keressük, amikor a horizonttávolság és a
most 100Hz-es gravitációs hullám akkori hullámhossza megegyezett [2. ábra].
Ez 10−22s körül volt [2]. A LISA ezzel szemben, az eredeti tervek szerint, az Uni-
verzum 10−14s-os korához tartozó SGWB-t érzékelné, amely az elektrogyenge
fázisátmenet kora, így innen is érdekes információkhoz juthatnánk [2].

2. ábra: Az ábrán két hossz átható az Univerzum életkorának függ-
vényében, log-log skálán. A horizonttávolság, más néven Hubble-
távolság (szaggatott vonal) az id®vel arányosan változik, ma≈ 1028cm
[2]. A ma 100Hz-es gravitációs hullám hullámhossza (folytonos vo-
nal), mely ma 3× 108 cm körüli, az anyag-dominált (korai) korszak-
ban t2/3-nal arányosan, az Univerzum nagyobb idejét kitölt® sugár-
zás dominált korban pedig t1/2-nal arányosan változik [2]. Forrás:
[2].

Az SGWB keresésnél feltételezzük, hogy az SGWB izotróp, polarizálatlan, sta-
cionárius és Gauss eloszlást követ. Az izotrópiát azért szokás feltenni, mivel a
kozmikus mikrohullámú háttérsugárzás (Cosmic Microwave Background, CMB)
is nagyfokú izotrópiát mutatott annak ellenére, hogy az utolsó szóródásnál az
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Univerzum akkori horizontja - az a terület, ami kizárólag a fényterjedési se-
bességét véve alapul kauzális kapcsolatban állhatott - ma körülbelül 2° alatt
látszik [4]. A legnagyobb CMB anizotrópia az Univerzum nyugalmi rendszeré-
hez képesti sajátmozgásunkból származik, 10−3 nagyságrend¶ [4]. A következ®
CMB anizotrópia pedig 10−5 nagyságrend¶, a lecsatolódáskori anyageloszlás
�uktuációjából származik [4]. Ezek alapján várható, hogy a gravitációshullám
háttérsugárzás is nagyfokú izotrópiát mutat majd, de ez egyáltalán nem biz-
tos. Például, amennyiben a detektált gravitációs háttérsugárzás nem kozmikus
eredet¶, hanem a közeli - Tejútrendszeren belüli - felbontatlan fehér-törpe ket-
t®sökb®l származik, akkor eloszlása is a galaxisunk csillagainak eloszlását fogja
követni [2].

A stacionáriusság már biztosabb feltételezés. Esetünkben a stacionaritás azt
jelenti, hogy a gravitációshullám-mez®k n-pont korrelációs függvényei nem függ-
nek a mérés idejét®l, csak a detektálások között eltelt id®t®l. Gyakorlatilag ez
abban merül ki, hogy mikor két (vagy több) detektor által mért adatokat korre-
láltatunk, azok nem függnek a mérések idejét®l (például, hogy most mérjük ®ket,
vagy jöv®re), csak a két detektor között a gravitációs hullám által megtett út
idejét®l. Mivel az SGWB az Univerzum 10−22 másodperces korából származik,
az SGWB által megtett út ideje az Univerzum életkorával mérhet® össze. Az
Univerzum életkora (13,7 milliárd év [4]) a gravitációshullám detektorok által
érzékelt hullámok karakterisztikus periódusához képest 20 nagyságrenddel na-
gyobb [2]. Míg a leghosszabb elképzelhet® meg�gyelési id®höz képest - azaz ha
évekig mérünk - az Univerzum életkora és a mérési id® között 9 nagyságrendnyi
eltérés van [2]. Ekkora nagyságrendi eltéréseknél pedig az esetleges id®függés
elhanyagolható.

A gaussi eloszlás alatt azt értjük, hogy az adott detektor által mért SGWB
jel normális (Gaussos) eloszlást követ. A Gaussosság feltételezése következik a
centrális határeloszlás-tételb®l, ha �gyelembe vesszük, hogy a kozmikus eredet¶
SGWB az Univerzum 10−22 másodperces korából származik, és az akkori ho-
rizontméret kb. 1039-szer fér bele a mostani horizontméretbe. A gravitációs
hullám ennyi forrás jelének összegeként áll el®, így a gravitációshullám detek-
torunk 1039 db független - kauzális kapcsolatban nem álló - forrás jelét fogja
háttérzajként érzékelni [2].

3. A háttérsugárzás keresése

3.1. Alapelvek

Az SGWB detektálás eltér más jelforrásokétól, mivel els® közelítésben elkü-
löníthetetlen a szintén Gaussos detektorzajtól. Ez nem okozna gondot, ha a
detektor zaja elhanyagolható lenne a jelhez képest, de gravitációs hullámok ese-
tében nem ez a helyzet. Éppen ezért egyetlen detektor segítségével nem lehet
SGWB-t mérni, szükséges több detektor kimeneti adatsorát használni. Ekkor
viszont már lehetségessé válik elkülöníteni az SGWB jelét a detektorok zajától,
mert a detektorok zaja lokális, tehát detektoronként eltér, különösen ha a de-
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tektoraink egymástól távol vannak. Ezzel szemben a gravitációs háttérsugárzás
globális, hiszen az ¶rb®l érkezik, tehát minden detektor azonosnak fogja látni,
leszámítva az id®eltolódást és a detektorok orientációjából fakadó eltéréseket.
Ezen még a gravitációs hullám Földön való áthaladása sem változtat, hiszen a
gravitációs hullámok kevéssé hatnak kölcsön az anyaggal, amit®l egyrészt a hul-
lám jele kevés módosulással érkezik hozzánk, másrészt éppen ez teszi nehézzé a
mérését.

Az SGWB jelének jellemzésére célszer¶ a dimenziótlan, frekvenciafügg®, re-
latív energias¶r¶séget használni:

ΩGW (f) =
f

ρc

dρGW
df

, (1)

ahol dρGW az f és f + df frekvenciatartományban lév® gravitációs sugárzás
energias¶r¶sége, és ρc az Univerzum kritikus energias¶r¶sége [1].

A jelkeresést detektorok adatainak páronkénti keresztkorrelációjával végez-
zük. A módszernél feltételezzük, hogy a detektorok zaja id®ben állandó, Gaussos
eloszlású, egymástól és az SGWB-tól független, illetve az SGWB jelénél jóval
nagyobb magnitúdójú [3].

Mint arról feljebb volt szó, a jelkeresés alapötlete, hogy ha van két detekto-
runk, akkor az SGWB mindkét detektor jelében megjelenik, ezért elkülöníthet®.
Els® közelítésben tételezzük fel, hogy a detektoraink azonos helyen és orientáci-
óval helyezkednek el. Ekkor a két detektor által érzékelt gravitációshullám jelek
megegyeznek: h(t) = h1(t) = h2(t). A detektorok kimeneti adatsora pedig:

si(t) = hi(t) + ni(t), i = 1; 2 (2)

ahol n1(t) és n2(t) a detektorok zaja [2].
Megfelel® tesztstatisztika ekkor az alábbi mennyiség segítségével kapható:

S =< s1, s2 >=

∫ T/2

−T/2
s1(t)s2(t)dt, (3)

ahol T a mérés ideje [2]. Ez, lehet®ség szerint, minél hosszabb id®; napok,
hónapok, évek, akár évtizedek is, de jelenleg a néhány hónapos id®tartam a
jellemz®. Tekintve, hogy s1 és s2 értékei is valószín¶ségi változók, S is az, így
rendelkezik átlaggal, µ, és szórással, σ. A tesztstatisztika pedig a jel-zaj arány
[3], mely alapján eldönthetjük, hogy történt-e detektálás:

SNR =
µ

σ
. (4)

Feltételeztük, hogy a detektorok zaja jóval nagyobb, mint a bejöv® jel, ekkor

S =< h1, h2 > + < n1, h2 > + < h1, n2 > + < n1, n2 > (5)

≈< h1, h2 > + < n1, n2 > (6)

A < n1, h2 > és < n2, h1 > tagok elhanyagolhatóak < n1, n2 >-hez képest,
mivel a detektorok zaja jóval nagyobb, illetve, mert hasonlóak, hiszen mindegyik
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jel egymástól független, Gaussos statisztikájú válószín¶ségi változó [2]. S tehát
egy � jel� és egy �zaj� tag összege, így azt várjuk, hogy a jel-zaj arány

SNR ∝ < h1, h2 >

< n1, n2 >
(7)

legyen [2].
Matematikailag korrektebb felíráshoz használjuk S de�nícióját, (3), és a (2)

egyenletet. Kihasználva a megfelel® tagok páronkénti függetlenségét, illetve
egyenl®ségét:

µ =< S >=

∫ T/2

−T/2
dt < h2(t) >= Tσ2

h, (8)

ahol σh a beérkez® gaussi SGWB jel szórása [3].
A további számoláshoz szükséges a σ2

h =< h1(t), h2(t) > várható érték:

< h1(f), h2(f ′) >=
3H2

0

20π2
δ(f − f ′)|f |−3ΩGW (|f |). (9)

ahol H0 = 72 km s−1 Mpc−1 a Hubble paraméter [3]. Az egyenletben megje-
len® |f | abszolútérték a számolás közben szükséges egyoldali Fourier transzfor-
máció következtében jelenik meg, amelyek a gravitációshullám jelre feltett sta-
tisztikai tulajdonságok következménye. A frekvenciatérben kapott eredményt
a hi(t) jel síkhullám felbontását4, valamint a gravitációs hullámok energias¶-
r¶ségét5 használva lehet megkapni. B®vebben lásd Allen és Romano 1999-es
hivatkozott cikkének II/C fejezetét [3].

(9)-t beírva (8)-be, áttérve frekvenciatérbe és elvégezve f ′-re az integrálást
[3]:

µ =
3H2

0

20π2
T

∫ ∞
−∞

df |f |−3ΩGW (|f |). (10)

S szórásának számításánál élhetünk a következ® közelítéssel:

σ2 =< S2 > − < S >2≈< S2 >, (11)

hiszen a detektor zaja jóval meghaladja a gravitációshullám jelét [3].
Behelyettesítve (3)-t és (2)-t, valamint elhagyva az SGWB jelét [3]:

σ2 ≈
∫ T/2

−T/2
dt

∫ T/2

−T/2
dt′ < n1(t), n1(t′) >< n2(t), n2(t′) > . (12)

Ha Pi(|f |) a detektorok zajának egyoldali teljesítményspektruma, akkor de-
�níció szerint (egyoldalú spektrum használatával) [3]:

4[3]-as hivatkozás (2.5) egyenlete
5Lásd például: C.W. Misner, K.S. Thorne, and J.A. Wheeeler, Gravitation, (W.H. Freeman

and Company, San Francisco, 1973). 995. old.
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< n2
i (t) >=

∫ ∞
0

dfPi(f) (13)

Behelyettesítve (13)-et (12)-be, és elvégezve az integrálást t-re és t′-re [3]:

σ2 ≈ 1

4

∫ ∞
−∞

df

∫ ∞
−∞

df ′δ2
T (f − f ′)P1(|f |)P2(|f |) (14)

ahol

δT (f) =

∫ T/2

−T/2
e−i2πftdt =

sin(πfT )

πT
(15)

δT (f) a Dirac-delta függvény véges approximációja. A T → ∞ limitben
Dirac-deltához tart, de véges T -re δt(0) = T [3]. A gyakorlatban a T meg-
�gyelési id® elég nagy ahhoz, hogy a f ≈ 1

T tartomány - amelyen δt(f − f ′)
egy hegyes csúccsal közelíthet® - elhanyagolhatóan kicsi legyen a Pi(|f |) teljesít-
ményspektrumok értelmezési tartományához képest. Ezért az egyik δt(f − f ′)
egy Dirac-delta függvénnyel közelíthet®, míg a másiknál f = f ′ közelítés alkal-
mazható [3]. Ezt megtéve:

σ2 ≈ T

4

∫ ∞
−∞

dfP1(f)P2(f) (16)

közelít® eredményt kapjuk [3]. A kapott jel-zaj arány tehát:

SNR =
µ

σ
≈ 3H2

0

10π2

√
T

∫
df |f |−3Ωgw(|f |)

[
∫
dfP1(|f |)P2(|f |)]1/2

(17)

Összességét tekintve tehát a jel-rész T -vel, a zaj pedig
√
T -vel arányos, tehát

a jel-zaj arány is
√
T -vel arányos. Következésképpen, még ha a detektorzaj jócs-

kán meghaladja a háttér jelének nagyságát, hosszú integrálási id®vel az SGWB
kimutathatóvá válik [2].

3.2. Az átfedési függvény

A valóságban a detektoraink nincsenek azonos helyen, és nem azonos állásúak,
ezért szükséges bevezetni egy γ(f) átfedési függvényt (overlap reduction func-
tion). Ez a frekvencia egy dimenziótlan függvénye, mely teljes mértékben a
detektorok relatív helyzetét®l függ. A függvény konstans 1, ha a detektorok
azonos helyen vannak és azonos állásúak, egyéb esetben -1 és 1 közötti értéket
vesz fel. A Flanagan által 1993-ban de�niált függvény (lásd: [5]):

γ(f) =
5

8π

∫
S2

dΩ̂e2πifΩ̂∆~x/c(F+
1 F

+
2 + F×1 F

×
2 ), (18)

ahol Ω̂ az S2 egységnyi sugarú körön futó vektor, ∆~x két detektort összeköt®
irányba mutató egységvektor, és F+,×

i a detektorok + és × irányra vonatkozó
antennafaktorai6.

6Antennafaktorokról b®vebben például itt:
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Nem nehéz belátni hogyan jön ez a függvény. γ(f)-nek arányosnak kell len-
nie a különböz® detektorok által érzékel gravitációshullám jellel, illetve, mivel
detektorpárról van szó, a jelek kiátlagolt szorzatával. Tekintve, hogy izotróp, po-
larizálatlan háttérsugárzás éri a detektorokat, adott f frekvencián a kiátlagolás
az antennafaktorok segítségével történik: F+

1 F
+
2 + F×1 F

×
2 . Mivel ez a sugárzás

izotróp módon, minden irányból érkezik, szükséges az egész térre integrálni [2].
Az átfedési függvény pontos alakja a keresésnél kevésbé fontos, mivel kife-

jezhet® három Bessel-függvény összegeként [5]:

γ(f) = Aj0(ε) +B
j1(ε)

ε
+ C

j2(ε)

ε2
(19)

ahol ε = 2πf |∆~x|/c, és A, B, C konstansok, melyek csak a detektorpár két
detektorának egymáshoz képesti helyzetét®l és orientációjától függnek. Például
a két LIGO detektor esetében A = −0.124842, B = −2.90014, C = 3.00837 [2]7.

3. ábra: Hanfordi és livingstoni LIGO detektorok átfedési függ-
vénye frekvencia függvényében lineáris (balra) és logaritmikus (jobbra)
x-tengellyel. (Forrás:[2])

http://www.astro.gla.ac.uk/users/mikelb/log/200904/20090401/formulae.pdf
7Az A, B, C konstansok számolásáról b®vebb információk Flanagan cikkében [5] találha-

tóak.

9



Az 3. ábrán a hanfordi és livingstoni LIGO detektorok átfedési függvénye lát-
ható lineáris és logaritmikus frekvenciaskálán. Észrevehetjük, hogy az átfedési
függvény negatív ahogy f →∞. Ez amiatt van, hogy a detektorok nem párhu-
zamosak, hanem egymáshoz 90°-kal el vannak forgatva. γ(0) sem 1 abszolútér-
tékben, mivel a két detektor nem azonos helyen van [3].

3.3. Sz¶r®függvény

Most már eljutottunk oda, hogy de�niálhatjuk az (3) egyenlet S mennyiségének
általános alakját is:

S =

∫ T/2

−T/2
dt

∫ T/2

−T/2
dt′s1(t)s2(t′)Q(t− t′), (20)

ahol Q(t − t′) egy sz¶r® függvény [2]. Célunk az optimális sz¶r®függvény
megtalálása.

Mivel feltettük, hogy a háttérsugárzásunk, valamint a detektorzajok stacio-
náriusak, ezért a sz¶r®függvény Q(t, t′) csak a ∆t = t− t′ id®különbségt®l függ.
Az optimális függvény továbbá függeni fog a detektorok egymáshoz viszonyított
helyét®l és orientációjától, valamint az SGWB és a detektorok zajának spektru-
mától. Ha a detektorok nem azonos helyen és orientációval állnak, akkor nem a
Dirac-delta függvény lesz az ideális választás, mint (3) esetén. Ennek ellenére,
mint az a 4. ábrán látható, Q(t − t′) ekkor is gyorsan fog 0-hoz tartani olyan
∆t értékekre, melyek meghaladják a detektorok helye közötti fényút d/c idejét8

[3]. Tekintve, hogy a meg�gyelési id® T � d/c, az integrál kiterjeszthet® [3]:

S =

∫ T/2

−T/2
dt

∫ ∞
−∞

dt′s1(t)s2(t′)Q(t− t′). (21)

Fourier transzformáció segítségével áttérve frekvenciatérbe:

S =

∫ ∞
−∞

df

∫ ∞
−∞

df ′δT (f − f ′)s̃∗1(f)s̃2(f ′)Q̃(f ′). (22)

ahol δT (f − f ′) a Dirac-delta függvény véges approximációja (lásd (15)),
illetve g̃(f) a megfelel® g(t) függvény Fourier transzformáltja, g∗-gal pedig a
komplex konjugáltat jelöljük [3]:

g̃(f) =

∫ ∞
−∞

e−i2πftg(t)dt (23)

Az optimizáláshoz szükséges egy extremizálható mennyiség, esetünkben ez
az (4)-ben de�niált jel-zaj arány, melynek a maximumát keressük. Ehhez ismét
szükséges S átlaga, µ, és szórása, σ.

Az átlag most is könnyen felírható, csupán most már a két jeltag, h1(t) és
h2(t) nem azonosak. Frekvenciatérben:

8Ez annak köszönhet®, hogy Q̃(f) ∝ γ(f), lásd (33)
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µ =< S >=

∫ ∞
−∞

df

∫ ∞
−∞

df ′δT (f − f ′) < h̃∗1(f)h̃2(f ′) > Q̃(f ′) (24)

(9)-t használva, hasonlóan számolva mint (10) esetén [3]:

µ =
3H2

0

20π2
T

∫ ∞
−∞

df |f |−3Ωgw(|f |)γ(|f |)Q̃(f) (25)

A T faktor δT (0)-ból jön (lásd (15) utáni diszkusszió). Az eredmény ha-
sonló, mint amikor a két detektor azonos helyen és orientációval áll, csak most
megjelent az átfedési függvény is [3].

Id®-térben felírva a jelek keresztkorrelációját, (9)-t [3]:

< h̃∗1(t)h̃2(t′) >=

∫ ∞
−∞

dfei2πf(t−t′)H12(f) (26)

ahol

H12(f) =
3H2

0

20π2
|f |−3Ωgw(|f |)γ(|f |) (27)

Érdemes megjegyezni, hogy a zajok egymástól és a háttérsugárzás jelét®l
való függetlensége következtében

< h̃∗1(t)h̃2(t′) >≈< s̃∗1(t)s̃2(t′) > (28)

Ezt a keresztkorrelációt viszont mérni tudjuk. Ebb®l következik, hogyH12(f)-
t, ami a keresztkorreláció Fourier transzformáltja, is mérni tudjuk. Következés-
képpen meg tudjuk mérni Ωgw(|f |)-t, vagy legalábbis, kell® információ birto-
kában becslést adhatunk rá. Így, ha a detektorok zaja nem túl nagy, vagy
kell®en hosszú meg�gyelési id® áll rendelkezésünkre, akkor közelítést adhatunk
az SGWB spektrumára. Ez a közelítés a legjobb az 1/T < f < c/d tartomány-
ban lesz, mivel f < 1/T esetén a véges Fourier transzformációhoz nincs elég jó
felbontásunk, f > c/d esetén pedig a γ(f) átfedési függvény (amivel osztani kell
Ωgw(f) el®állításához,) γ(f), tart er®sen 0-hoz [3].

Visszatérve a jel-zaj arányhoz: a szórás kiszámításához ismét feltesszük,
hogy a háttérsugárzás jele jóval kisebb magnitúdójú, mint a detektorzajok, tehát
a kimen® adatsor szórását ismét a detektorzajok szórása határozza meg. A (12)
egyenlet alakja általános most [3]:

σ2 ≈ 1

4

∫ ∞
−∞

df

∫ ∞
−∞

df ′δ2
T (f − f ′)P1(|f |)P2(|f |)Q̃(f)Q̃∗(f ′) (29)

Hasonlóan, mint (16) esetén, az egyik δT (f − f ′)-t egy egyszer¶ Dirac-delta
függvénnyel közelítve, a másiknál pedig f = f ′-t behelyettesítve, és elvégezve
az integrált [3]:

σ2 ≈ T

4

∫ ∞
−∞

dfP1(|f |)P2(|f |)|Q̃|2 (30)
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A feladat most már csak megtalálni a megfelel® Q̃(f) sz¶r® függvényt, ami
maximalizálja a jel-zaj arányt, vagy a jel-zaj arány négyzetét. A probléma egy
egyszer¶ geometriai kérdésre vezethet® vissza a megfelel® skalárszorzat de�niá-
lásával:

(A,B) =

∫ ∞
−∞

dfA∗(f)B(f)P1(|f |)P2(|f |) (31)

(31)-r®l könnyen ellen®rizhet®, hogy egy pozitív-de�nit skalárszorzat (lásd:
[3]), és hogy ugyanazokkal a tulajdonságokkal rendelkezik, mint az Euklideszi
3-dimenziós vektorok skalárszorzata. Ekkor µ átlag, és σ szórás átírása után a
jel-zaj arány [3]:

SNR2 ≈
(

3H2
0

10π2

)
T

(
Q̃,

γ(|f |)Ωgw(|f |)
|f |3P1(|f |)P2(|f |)

)2

(Q̃, Q̃)
(32)

Ez viszont, az Euklideszi párhuzamból, akkor maximális, ha a vektorok �pár-
huzamosak� [3], azaz az optimális függvény:

Q̃(f) = λ
γ(|f |)Ωgw(|f |)
|f |3P1(|f |)P2(|f |)

(33)

ahol λ (valós) konstans, a normálási faktor [3].
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4. ábra: LIGO és Advanced LIGO detektorpárok sz¶r®függvénye
id®térben Ωα = Ω0 frekvenciafüggetlen SGWB-t feltételezve. A
függvények széls®értéke abszolútértékben 1-re normált. Eltérések ez
eltér® teljesítményspektrumból adódnak. Az Advanced LIGO zajá-
nak teljesítményfüggvénye kisebb magnitúdójú, illetve a korszer¶bb
detektor kicsit alacsonyabb frekvenciákon érzékenyebb [2]. Forrás:
[3]

A probléma az optimális sz¶r®vel, hogy tartalmazza az Ωgw(|f |) spektrumot,
ami nem ismert el®re. A gyakorlatban ez azt jelenti, hogy nem egy, hanem több
sz¶r®t kell használunk. Az általánosan elterjedt módszer, hogy feltételezzük a
spektrum hatványfüggvény-szer¶ viselkedését: Ωgw(f) = Ωαf

α, ahol Ωα kons-
tans. Ekkor készíthetünk sz¶r®függvényeket az α paraméter adott értékeire a
λα normálási faktort úgy választva, hogy µ = ΩαT teljesüljön. (A számolást
tipikusan α +4 és −4 közötti egész és fél-egész értékekeire végzik el.) Ekkor:

Ωgw(f) =
µ

T
fα (34)

Ez azért jó, mert a sz¶r®függvény alakja csupán egyetlen paramétert®l, α-tól,
fog függni [3]. A 4. ábrán például egy frekvencia-független (α = 0) sz¶r®függ-
vény látható a LIGO detektorpárokra.
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4. Detektálás

A detektálás az SGWB esetében is hasonlóan történik, mint ismert hullámfor-
májú jelek keresésénél, annyiban, hogy az adatgy¶jtés és tisztítás után ki kell
fejteni az adatokat egy választott bázis szerint, majd tesztstatisztika kidolgozása
és mérése segítségével kerül eldöntésre, hogy történt-e detektálás.

Esetünkben az adat a detektorkimenetek, illetve a választott α hatványki-
tev®vel, az (21) alapján keresztkorreláltatott S mennyiség. Érdemes az adatot
néhány másodperces darabokra vágni, és úgy elvégezni a Fourier transzformá-
ciót, így n darab független Gaussos eloszlású detektorkimenetet kapunk. Ez
annak köszönhet®, hogy ha a darabok néhány másodpercesek, például T ≈ 4s,
akkor a keresztkorrelált S mennyiségünk valójában néhány száz, statisztikailag
független valószín¶ségi változó összege. Korreláció ilyenkor a különböz® frekven-
ciájú adatok között csak akkor van, ha a frekvenciakülönbség 1

T ≈ 0.25Hz-nél
kisebb [3]. Ekkor már nem érvényesek a (16), (21), és (30) egyenleteknél hasz-
nált közelítések.

Legyen tehát a feldarabolt mérési adatunk s = (S1, ..., Sn) n db statisztikai-
lag független, T id®intervallumú mérésünk. Tekinthetjük ezeket úgy, mint n db
mintája egy µ átlagú, és σ2 szórású normál eloszlású valószín¶ségi változónak.
Ekkor a mintánknak is van átlaga[3]:

µ̂ =
1

n

n∑
i=1

Si (35)

és szórása [3]:

σ̂2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Si − µ̂)2 (36)

Ezek ismeretében szeretnénk eldönteni, hogy detektáltunk-e gravitációs hul-
lámot. Azaz el szeretnénk dönteni, hogy a két hipotézis közül melyik teljesül:

H0: Nincsen jelen az adatokban SGWB.
H1: Jelen van az adatokban egy SGWB jel, amit egy ismeretlen karakterisz-

tikus µ > 0 átlagérték jellemez.
Erre a kérdésre a statisztika ad választ. Tipikusan az egymintás t-próbát9

tervezték ennek a kérdésnek a megválaszolására. Az egymintás t-próbával vi-
szont az a probléma, hogy van egy paraméterfügg®sége, így minden eredmény
függni fog a választott n minta nagyságától. A probléma kiküszöbölhet®, ha
kell®en nagy n-t választunk, mivel ekkor a t-eloszlás a standard normál elosz-
láshoz tart. Mivel az SGWB mérések tipikusan néhány hónaposak, ha T néhány
másodperces, akkor n 103 vagy még nagyobb. Tehát a próbastatisztikánk:

z =
µ̂− µ
σ̂/
√
n

(37)

9Egymintás t-próbáról b®vebben például: [9] 178. oldal vagy
https://en.wikipedia.org/wiki/Student's_t-test
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ahol z egy standard normál eloszlású valószín¶ségi változó, azaz gaussi va-
lószín¶ségi változó 0 átlaggal és 1 szórással [3].

Fontos megjegyezni, hogy hipotéziseink kölcsönösen kizárólagosak és telje-
sek. Ez azt jelenti, hogy egyszerre vagy az egyik teljesül, vagy a másik, de
valamelyik mindig igaz. Továbbá (34) miatt Ωgw(f) ∝ µ, α = 0 esetén [3].

Most már lehetséges a következ® két valószín¶ség de�niálása:
p(s|0): Annak a valószín¶sége, hogy a mérésünk eredménye s = (S1, ..., Sn),

ha H0 igaz.
p(s|µ): Annak a valószín¶sége, hogy mérésünk eredménye s, ha H1 teljesül

µ karakterisztikus átlagértékkel.
(37) alapján [3]:

p(s|0) = (2πσ̂2)−n/2 exp

(
−

n∑
i=1

S2
i

2σ̂2

)
(38)

p(s|µ) = (2πσ̂2)−n/2 exp

(
−

n∑
i=1

(Si − µ)2

2σ̂2

)
(39)

Ekkor de�niálható a hamis riasztási gyakoriság:

ρ =

∫
R1

p(s|0)ds, (40)

illetve a hamis elvetési gyakoriság

φ(µ) =

∫
R0

p(s|µ)ds (41)

ahol R0 és R1 két diszjunkt tartomány: s ∈ Ri ha Hi teljesül10 [3]. Célunk
tehát, hogy optimális Ri tartományokat válasszunk. Mivel SGWB jeleknél nem
tudunk sokat a hamis riasztásokról, érdemes úgy optimalizálni, hogy a φ hamis
elvetési rátát minimalizáljuk a ρ hamis riasztási gyakoriság �xen tartása mellett.
Ezt a szakirodalom Neyman-Pearson kritériumként ismeri [3]. Esetünkben a
számolás sokat egyszer¶södik, mivel az egyik esemény, H0, azaz, hogy nem
mértünk gravitációs hullámot, nem függ µ paramétert®l. Az optimális választás
esetünkben: H0 ha µ < zρσ/

√
n, és H1, ha µ ≥ zρσ/

√
n, ahol zρ a standard

normál eloszlás azon értéke, amelyt®l jobbra a függvény alatti terület értéke ρ
[5.ábra]. Ez átírható a már ismert jel-zaj aránnyal: akkor nincs detektálás, ha
[3]

√
nŜNR =

√
n
µ̂

σ̂
< zρ (42)

10Az el®adások során megismert hamis riasztási és elvetési gyakoriságok azonosak az itt
de�níáltakkal, csupán az el®adáson az Ri tartományok 1 dimenziósak voltak, ezért egyet-
len számmal jellemezhet®vé váltak. Ez a szám azonos azzal a köszöbértékkel amely alapján
eldöntjük, hogy történt-e detektálás.
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5. ábra: Standard normál eloszlás. zρ a valószín¶ségi változó azon
értéke, amit®l jobbra a függvény alatti terület ρ.

5. Eddigi eredmények

A LIGO S5 futása után sem találtak SGWB jelet az adatokban, ami újabb, min-
den eddiginél alacsonyabb fels® korlátot jelent a háttérsugárzás amplitúdójára,
és egyszersmind korlátozó tényez® a kozmológiai modellek paraméterterére [1].

A LIGO hanfordi és livingstoni 4 km-es, valamint a hanfordi 2km-es és li-
vingstoni detektorok S5 futásából származó adatok páronkénti keresztkorrelál-
tatása az eddig ismertetett módszerrel történt. Hatványszer¶ frekvenciafüggés¶
gravitációs háttérsugárzást feltételezve, a 41,5-169,25 Hz tartományban a frek-
venciafüggetlen gravitációs hullám spektrumra Ω0 = (2.1± 2.7)× 10−6, ahol a
hiba statisztikai [1]. A Bayes-i 95%-os kon�dencia intervallum11 Ω0 < 6.9×10−6-
t ad, míg az α index -3 és 3 közötti értékei esetén a fels® korlát 1.9 × 10−6 és
7.1× 10−6 között mozog[1].

A gravitációshullám-detektorok el®tt a kozmológiában csupán a CMB mé-
réseire lehetett elméleteket alapozni. E miatt jelenleg sok kozmológiai elmélet
létezik, széles paraméterskálákkal. Viszont a különböz® kozmológiai elméletek,
és maga a CMB mérés is korlátokat adnak a gravitációs háttérsugárzás ener-
gias¶r¶ségére. A Big-Bang-Nukleoszintézis (BBN) például ΩBBN0 < 1.1× 10−5

korlátot ad. Ez onnan származik, hogy ismert a mai elemgyakoriság, amib®l
(és más paraméterekb®l, mint az egyes folyamatok hatáskeresztmetszete) követ-
keztethetünk a BBN során keletkezett elemek egymáshoz viszonyított arányára.
Nagy gravitációshullám-energias¶r¶ségek megváltoztatták volna a folyamatok
hatáskeresztmetszetét, és ezzel a létrejött elemgyakoriságot [1]. Hasonlóan a
WMAP mérései a CMB-ra eltértek volna, ha túl er®s gravitációshullám-tér is
jelen van a lecsatolódáskor. Ez alapján ΩCMB

0 < 9.5 × 10−6 [1]. A 6. ábrán

11Kon�dencia intervallumokról b®vebben például: [8]
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ilyen korlátok láthatóak különböz® modellek, mérési eredmények és még meg
nem épült detektorok tervezett zaja alapján.

6. ábra: Eltér® SGWB mérések és modellek fels® korlátai a gra-
vitációshullám energias¶r¶ségére. A LIGO eredmények csupán a
41,5-169,25 Hz frekvenciatartományra érvényesek. Forrás: [1]
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