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1. Bevezetés

A gravitacioshullam detektalas 4j fejezetet nyit az asztrofizika torténetében.
Egy 4j tipust informéciéforrdshoz jutunk a gravitaciés hullamok altal, igy mér
nem csak elektromégneses jelekre hagyatkozhatunk az asztrofizikai objektumok
felderitésénél. Az asztrofizikiban a legtObben szamitanak 1j, eddig ismeret-
len gravitacioshullam forrasok felfedezésére is, de vannak ismert gravitacioshul-
lam forrasok is'. Ilyenek a kompakt kettdsok, az aszimmetrikus kompakt forgo
objektumok, illetve a szupernévak. Ez elébbi ketté hullamjelét tobbé-kevéshé
ismerjiik, és nagy-erejd szamitdgépek segitségével igyeksziink kiemelni a hattér-
zajbol. A szuperndvik detektilasa tobb nehézségbe iitkozik az el6zéeknél is,
mivel jelalakjuk nem ismert, és el6fordulasuk is ritka, elére nem josolhatd. A
sztochasztikus gravitacioshullam hattérsugéarzas (Stochastic Gravitational-Wave
Background, SGWB) ebbdl a szemponthdl egy teljesen mas tipusu ,,jelforras”,
és mas detektalasi modszert igényel.

Az SGWB, definici6 szerint, nagyszamu asztrofizikai vagy kozmoldgiai ere-
megértéséhez vissza kell térniink az optikai felbontashoz. Példaul ha az égen
tavesével vizsgalodunk, tavesoviinknek van egy optikai szogfelbontasa. Az égen
azokat az objektumokat tudjuk megkiilonbéztetni, amiknek a szog-tavolsaga
nagyobb, mint a tavcsoviink felbontoképessége. Egy L-alakt gravitacioshul-
lam detektor esetében, mint a LIGO, ez a felbontoképesség nagysagrendileg 90°
kornyékén van [2]. Ez a gyakorlatban azt jelenti, hogy az egész égbolt ,fel-
bonthatatlan” abbol a szempontbol, hogy barmely forras, a detektor és a forras
elhelyezkedésétdl fiiggetleniil, jelentGsen hozzajarul a detektor kimeneti adaté-
hoz. Epp ezért, ha ,sok” forras van jelen az égen, még ha pontszertiek is, a
kapott jel sztochasztikus természetii lesz [2].

Az SGWB forrasokat emiatt két kiilon részre bontjak, amelyikb6l nem tud-
juk bizonyosan, melyik lesz a jelenGsebb a LIGO mérési tartomanyaban. Az
egyik a kozeli, Tejatrendszeren beliili, nagyszamu forrasok - fehértorpe ketts-
sok, magnetarok [6], forgo neutroncsillagok [7], szupernévék - felbontatlan jele,
a maésik a kozmikus eredetd hattérsugarzas, mas néven kozmoldgiai maradvany-
sugarzas.

2. Kozmolégiai maradvanysugarzas

Asztrofizikai szemponthdl az érdekesebb forras a kozmologiai maradvanysugar-
zés, amely az Univerzum korai szakaszaiba enged betekinteni. Kiiléndsen fontos
ez a maradvanysugarzas, mivel a gravitaciés hullamok gyengén hatnak kolcson
az anyaggal, igy a mérendd hattérsugarzas varhatoéan kis mértékben modosult
csak a lecsatolédasa 6ta, valamint, mivel a gravitaciéshullam hattérsugarzas ko-
rabbi eredetti, mint az elektromagneses parja. A tovabbiakban ezzel a tipusta
hattérsugarzassal foglalkozunk.

1 Osszefoglald a gravitacios hullamokrol, detektorokrdl és forrasokrol: [10]



A gravitacioshullam detektéalasndl, legyen szd akar hattérsugarzasrol, akar
pontszeri forrasok jelérdl, a legnagyobb problémat a detektor sajat zaja jelenti,
amely joval meghaladja az asztrofizikai eredetii jelek nagysagat. Epp ezért fon-
tos a detektorok sajat zajdnak pontos ismerete. Ezt a zajt hagyoményosan
a teljesitménystiriség-spektrummal jellemezziik, ami a zaj Fourier amplitudé-
spektruma egyoldali frekvenciaskalan dbrazolva®. Az 1. dbrdn a LIGO detekto-
rok teljesitményspektruma lathaté kiilonb6z6 tudomanyos adatgytjtési idGsza-
kaik soran. A LIGO és Virgo legalacsonyabb zajszintje, vagyis legérzékenyebb
tartoméanya 100Hz koriili. Az ezen a frekvencian érkezs gravitacios hullamokat
van a legjobb esélyiink kiemelni a hattérzajbol.
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1. abra: LIGO detektorok zajanak teljesitménystrtség-spektruma
log-log skalan a kiilonuboz6 tudomanyos adatgytjtési idszakok (Sci-
ence Run, S1-S5) alatt. Az LLO a livingstoni, LHO pedig a hanfordi
LIGO detektor nevének roviditése. Forras: bevezetd elGadas foliai®

A gravitacios hullam sokban hasonlit az elektromégneses hullaimhoz. Egy 100Hz-
es elektromagneses hullam keltéséhez elektroméagneses toltéseket kell rezgetni
100 Hz-en. Hasonloan, egy adott frekvenciaju gravitacios hullam keltéséhez
»gravitacios toltést”, azaz tomeget kell ,rezgetni”. Ebb6l a szempontboél az egész
Univerzum ,rezgd tomegnek” szamit, amiben a tomeg olyan periédusidével ,re-
zeg”, ami ahhoz kell, hogy a tomeget alkot6 anyag és energia atjusson a horizont

2Teljesitményspektrumrol bévebben lasd Angler Gabor dolgozatat:
http://people.bolyai.elte.hu/ ~praffai/Dolgozatok /12 AnglerGabor.pdf
3http://bolyai.elte.hu/ praffai/GH Ora/gravhullam asztro praffai 2013.zip



két atellenes pontja kozott. Mivel a gravitacios hullam kvadrupdl sugarzés, a
frekvencia kétszeresénél jelenik meg, (ellentétben az elektromagnesessel, amely
dipol sugérzas). Nem a horizont két atellenes pontja kozott megtett ut ideje
egyezik meg a keletkez$ hullam periddusidejével, hanem ennek fele. Hosszokban
a horizonttavolsig egyezik meg a frekvencidhoz tartozo hullaimhosszal. Ennek
kovetkeztében a mérendd kozmologiai gravitaciéshullam maradvanysugarzas az
Univerzum azon korabol szarmazik, amikor a horizonttavolsag épp a keresett
hullamhosszal egyezett meg. A szamolas annyival még bonyolddik, hogy a most
100Hz koriili gravitaciés hullam az Univerzum tagulasa soran voroseltolodason
is keresztiilment. Tehat azt az id6t keressiik, amikor a horizonttavolsig és a
most 100Hz-es gravitacios hullam akkori hullamhossza megegyezett [2. 4bral.
Ez 107225 koriil volt [2]. A LISA ezzel szemben, az eredeti tervek szerint, az Uni-
verzum 10~ '4s-0s kordhoz tartozé6 SGWB-t érzékelné, amely az elektrogyenge
fazisdtmenet kora, igy innen is érdekes informaciokhoz juthatnank [2].
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2. abra: Az abran két hossz dthaté az Univerzum életkoranak fiigg-
vényében, log-log skalan. A horizonttavolsidg, mas néven Hubble-
tavolsag (szaggatott vonal) az id6vel ardnyosan valtozik, ma ~ 10%8cm
[2]. A ma 100Hz-es gravitaciés hullam hullamhossza (folytonos vo-
nal), mely ma 3 x 108 cm koriili, az anyag-dominalt (korai) korszak-
ban t?/3-nal aranyosan, az Univerzum nagyobb idejét kitolts sugéar-
zés dominalt korban pedig t'/2-nal aranyosan véltozik [2|. Forras:

[2].

Az SGWB keresésnél feltételezziik, hogy az SGWB izotrop, polarizélatlan, sta-
cionarius és Gauss eloszlast kovet. Az izotropiat azért szokas feltenni, mivel a
kozmikus mikrohullamu hattérsugarzas (Cosmic Microwave Background, CMB)
is nagyfoka izotrépidt mutatott annak ellenére, hogy az utolsé szérédésnal az



Univerzum akkori horizontja - az a teriilet, ami kizarélag a fényterjedési se-
bességét véve alapul kauzalis kapcsolatban allhatott - ma koriilbelil 2° alatt
latszik [4]. A legnagyobb CMB anizotrépia az Univerzum nyugalmi rendszeré-
hez képesti sajatmozgasunkbol szarmazik, 10~3 nagysagrendii [4]. A kdvetkezd
CMB anizotrépia pedig 1075 nagysagrendi, a lecsatolodaskori anyageloszlas
fluktuéciojabol szarmazik [4]. Ezek alapjan varhato, hogy a gravitacioshullam
hattérsugarzas is nagyfoku izotropiat mutat majd, de ez egyaltalan nem biz-
tos. Példdul, amennyiben a detektalt gravitaciés hattérsugarzés nem kozmikus
eredetd, hanem a kozeli - Tejutrendszeren beliili - felbontatlan fehér-térpe ket-
t6s0kbdl szarmazik, akkor eloszlasa is a galaxisunk csillagainak eloszlasat fogja
koévetni [2].

A stacionéariussag méar biztosabb feltételezés. Esetiinkben a stacionaritas azt
jelenti, hogy a gravitaciéshulldm-mez&k n-pont korrelécids fiiggvényei nem fiigg-
nek a mérés idejétdl, csak a detektalasok kozott eltelt idstsl. Gyakorlatilag ez
abban meriil ki, hogy mikor két (vagy tobb) detektor altal mért adatokat korre-
laltatunk, azok nem fliggnek a mérések idejétsl (példaul, hogy most mérjiik ket,
vagy jovore), csak a két detektor kozott a gravitacios hullam altal megtett at
idejétsl. Mivel az SGWB az Univerzum 10~22 mésodperces korabdl szirmazik,
az SGWB altal megtett ut ideje az Univerzum életkoraval mérhets Gssze. Az
Univerzum életkora (13,7 millidrd év [4]) a gravitacioshullam detektorok &ltal
érzékelt hullamok karakterisztikus periédusdhoz képest 20 nagysagrenddel na-
gyobb [2]. Mig a leghosszabb elképzelhet6 megfigyelési id6hoz képest - azaz ha
évekig mériink - az Univerzum életkora és a mérési id6 kozott 9 nagysagrendnyi
eltérés van [2]. Ekkora nagysagrendi eltéréseknél pedig az esetleges idéfiigges
elhanyagolhato.

A gaussi eloszlas alatt azt értjiik, hogy az adott detektor altal mért SGWB
jel normalis (Gaussos) eloszlast kovet. A Gaussossag feltételezése kovetkezik a
centralis hatareloszlas-tételbdl, ha figyelembe vessziik, hogy a kozmikus eredetti
SGWB az Univerzum 10722 masodperces korabol szarmazik, és az akkori ho-
rizontméret kb. 103-szer fér bele a mostani horizontméretbe. A graviticios
hullam ennyi forras jelének Gsszegeként all els, igy a gravitdcioshullam detek-
torunk 10%° db fiiggetlen - kauzalis kapcsolatban nem 4ll6 - forras jelét fogja
hattérzajként érzékelni [2].

3. A hattérsugarzas keresése

3.1. Alapelvek

Az SGWB detektalas eltér méas jelforrasokétol, mivel elsé kozelitésben elkii-
I6nithetetlen a szintén Gaussos detektorzajtol. Ez nem okozna gondot, ha a
detektor zaja elhanyagolhaté lenne a jelhez képest, de gravitaciés hullamok ese-
tében nem ez a helyzet. Eppen ezért egyetlen detektor segitségével nem lehet
SGWB-t mérni, sziikkséges tobb detektor kimeneti adatsorat hasznalni. Ekkor
viszont mar lehetségessé valik elkiiloniteni az SGWB jelét a detektorok zajatol,
mert a detektorok zaja lokélis, tehat detektoronként eltér, kiilondsen ha a de-



tektoraink egymastol tavol vannak. Ezzel szemben a gravitacios hattérsugarzas
globélis, hiszen az tirbél érkezik, tehat minden detektor azonosnak fogja latni,
Ezen még a gravitaciés hullam Fo6ldon valé dthaladasa sem véaltoztat, hiszen a
gravitacios hullamok kevéssé hatnak kolesén az anyaggal, amitél egyrészt a hul-
lam jele kevés moédosulassal érkezik hozzank, mésrészt éppen ez teszi nehézzé a
mérését.

Az SGWB jelének jellemzésére célszert a dimenzidtlan, frekvenciafiiggs, re-
lativ energiastirtiséget hasznalni:

f dpew
_ 4 1
oo df (1)

ahol dpgw az f és f + df frekvenciatartoméanyban 1évs gravitacios sugarzas
energiastrisége, és p. az Univerzum kritikus energiasirtsége [1].

Qaw (f)

ziik. A modszernél feltételezziik, hogy a detektorok zaja idében allandd, Gaussos
eloszlast, egyméastol és az SGWB-tol fliggetlen, illetve az SGWB jelénél joval
nagyobb magnitadoja [3].

Mint arrdl feljebb volt sz6, a jelkeresés alapotlete, hogy ha van két detekto-
runk, akkor az SGWB mindkét detektor jelében megjelenik, ezért elkiilonithetd.
Els6 kozelitésben tételezziik fel, hogy a detektoraink azonos helyen és orientaci-
oval helyezkednek el. Ekkor a két detektor altal érzékelt gravitacioshullam jelek
megegyeznek: h(t) = hi(t) = ha(t). A detektorok kimeneti adatsora pedig:

Si(t) = hz(t) + Tli(t), 1=1;2 (2)

ahol nq(t) és na(t) a detektorok zaja [2].
Megfelels tesztstatisztika ekkor az alabbi mennyiség segitségével kaphato:

/2
S =< S1, 82 >:/ 81(t)82(t)dt7 (3)
—T/2

ahol T a méreés ideje [2]. Ez, lehetGség szerint, minél hosszabb id&; napok,
hoénapok, évek, akar évtizedek is, de jelenleg a néhany hénapos idStartam a
jellemz6. Tekintve, hogy s1 és so értékei is valoszintségi valtozok, S is az, igy
rendelkezik atlaggal, i, és szorassal, o. A tesztstatisztika pedig a jel-zaj arény
[3], mely alapjan eldonthetjiik, hogy tortént-e detektalas:

_H
SNR=". (4)

Feltételeztiik, hogy a detektorok zaja joval nagyobb, mint a bejévé jel, ekkor

S=<h1,h2>+<n1,h2>+<h1,n2>—|—<n1,n2> (5)
~< hy,hy >+ <ni,ng > (6)

A < nj,he > és < ng, h; > tagok elhanyagolhatéak < my,ny >-hez képest,
mivel a detektorok zaja joval nagyobb, illetve, mert hasonléak, hiszen mindegyik



jel egymastol fliggetlen, Gaussos statisztikija valoszintségi valtozo [2]. S tehat
egy ,.jel” és egy ,zaj’ tag Osszege, igy azt varjuk, hogy a jel-zaj arany

< h1,h2 >
<ni,ng >

SNR x (7)
legyen [2].
Matematikailag korrektebb felirashoz hasznaljuk S definiciojat, (3), és a (2)
egyenletet. Kihasznalva a megfelel§ tagok paronkénti fliggetlenségét, illetve
egyenlGségét:

T/2

p=<58>= / dt < h*(t) >=To}, (8)
-T/2

ahol o, a beérkez6 gaussi SGWB jel szorasa [3].

A tovébbi szamolashoz sziikséges a afl =< hy(t), ho(t) > varhato érték:

< hi(f), ha(f) > (f NI Qaw (1 fD (9)

ahol Hy = 72 km s~ Mpc~! a Hubble paraméter |3|. Az egyenletben megje-
lend | f| abszolutérték a szamolas kozben sziikséges egyoldali Fourier transzfor-
mécié kovetkeztében jelenik meg, amelyek a gravitdcidéshullam jelre feltett sta-
tisztikai tulajdonsagok kovetkezménye. A frekvenciatérben kapott eredményt
a h;(t) jel sikhullam felbontasét*, valamint a gravitaciés hullamok energiasti-
riiségét® hasznalva lehet megkapni. Bévebben ldsd Allen és Romano 1999-es
hivatkozott cikkének II/C fejezetét [3].

(9)-t beirva (8)-be, attérve frekvenciatérbe és elvégezve f'-re az integralast

[3]:

s
T 2072

7 [ a1 Qe (1), (10)
S szorasédnak szamitasanal élhetiink a kovetkezs kozelitéssel:

0?2 =< 8> - < §>rn< 57 >, (11)

hiszen a detektor zaja joval meghaladja a gravitacioshullam jelét [3].
Behelyettesitve (3)-t és (2)-t, valamint elhagyva az SGWB jelét [3]:

T/2 T/2
o N/ dt/ dt' < ny(t),n1(t") >< na(t),na(t’) > . (12)
T/2 T/2

Ha P;(|f|) a detektorok zajanak egyoldali teljesitményspektruma, akkor de-
finici6 szerint (egyoldala spektrum hasznélataval) [3]:

4[3]-as hivatkozés (2.5) egyenlete
5Lasd példaul: C.W. Misner, K.S. Thorne, and J.A. Wheeeler, Gravitation, (W.H. Freeman
and Company, San Francisco, 1973). 995. old.



<nﬂﬂ>=/w#HU) (13)

0
Behelyettesitve (13)-et (12)-be, és elvégezve az integralast ¢-re és t'-re [3]:

g%i[mﬂ[mwﬁﬁ—fmﬂm%WD (14)
ahol
T/2 ) in (7
5ol f) = /T/2 o—i2Tft gy — % (15)

or(f) a Dirac-delta fliggvény véges approximacioja. A T — oo limitben
Dirac-deltdhoz tart, de véges T-re 6:(0) = T [3]. A gyakorlatban a T meg-
figyelési id6 elég nagy ahhoz, hogy a f = % tartomany - amelyen &;(f — f')
egy hegyes csticesal kozelithets - elhanyagolhatoan kicsi legyen a P;(] f|) teljesit-
ményspektrumok értelmezési tartomanyahoz képest. Ezért az egyik 6:(f — f')
egy Dirac-delta fliggvénnyel kozelithets, mig a masiknal f = f’ kozelités alkal-
mazhato [3]. Ezt megtéve:

TOO
ixg [ annp) (16)

kozelité eredményt kapjuk [3]. A kapott jel-zaj arany tehat:

o BHE o [dflff)
SNE= 0~ 15V F arm (I B

Osszességét tekintve tehat a jel-rész T-vel, a zaj pedig v/T-vel aranyos, tehat
a jel-zaj arany is v/ T-vel aranyos. Kovetkezésképpen, még ha a detektorzaj jocs-
kén meghaladja a hattér jelének nagysagat, hosszi integralasi id6vel az SGWB
kimutathatova valik [2].

(17)

3.2. Az atfedési fiiggvény

A valdsagban a detektoraink nincsenek azonos helyen, és nem azonos allasaak,
ezért sziikséges bevezetni egy v(f) atfedési fiiggvényt (overlap reduction func-
tion). Ez a frekvencia egy dimenziotlan fliggvénye, mely teljes mértékben a
detektorok relativ helyzetétdl fiigg. A fiiggvény konstans 1, ha a detektorok
azonos helyen vannak és azonos allastak, egyéb esetben -1 és 1 kozotti értéket
vesz fel. A Flanagan altal 1993-ban definialt fiiggvény (lasd: [5]):

5 oA
WO = o [ AT (B B 4y E), (15)
™ Jg2
ahol 0 az S? egységnyi sugart koron futé vektor, A7 két detektort dsszekits
irAnyba mutaté egységvektor, és F;"X a detektorok + és x iranyra vonatkozd
antennafaktorai®.

6 Antennafaktorokrol bévebben példaul itt:



Nem nehéz belatni hogyan jon ez a fiiggvény. ~(f)-nek aranyosnak kell len-
nie a kiillonbo6zs detektorok altal érzékel gravitéciéshullam jellel, illetve, mivel
detektorparrol van sz0, a jelek kiatlagolt szorzatéval. Tekintve, hogy izotrép, po-
larizélatlan hattérsugarzas éri a detektorokat, adott f frekvencian a kidtlagolas

az antennafaktorok segitségével torténik: )" 7 4+ F Fy. Mivel ez a sugarzas
izotréop modon, minden irdnybol érkezik, sziikséges az egész térre integralni [2].
Az atfedési fiiggvény pontos alakja a keresésnél kevésbé fontos, mivel kife-

jezhetd harom Bessel-fliggvény Gsszegekent [5]:
Ji(e) Ja(e)
— +C o (19)

v(f) = Ajo(e) + B
ahol € = 27 f|AZ|/c, és A, B, C konstansok, melyek csak a detektorpar két

detektoranak egymashoz képesti helyzetétdl és orientaciojatol fiiggnek. Példaul
a két LIGO detektor esetében A = —0.124842, B = —2.90014, C' = 3.00837 [2]".
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3. abra: Hanfordi és livingstoni LIGO detektorok atfedési fiigg-
vénye frekvencia fliggvényében linearis (balra) és logaritmikus (jobbra)
x-tengellyel. (Forras:[2])

http://www.astro.gla.ac.uk/users/mikelb/log/200904,/20090401 /formulae.pdf
TAz A, B, C konstansok szamolasardl bévebb informéaciok Flanagan cikkében [5] talalha-

toak.



Az 8. dbrdn a hanfordi és livingstoni LIGO detektorok atfedési fiiggvénye lat-
hato6 linearis és logaritmikus frekvenciaskalan. Eszrevehetjiik, hogy az atfedési
fliggvény negativ ahogy f — oco. Ez amiatt van, hogy a detektorok nem parhu-
zamosak, hanem egyméshoz 90°-kal el vannak forgatva. «(0) sem 1 abszolatér-
tékben, mivel a két detektor nem azonos helyen van [3].

3.3. Saziréfiiggvény

Most mar eljutottunk oda, hogy definidlhatjuk az (3) egyenlet S mennyiségének
altalanos alakjat is:

T/2 T/2
S— / it [ atsi(tyss(@)Q( — 1), (20)
—T/2 —T/2

ahol Q(t —t') egy sztir6 fiiggvény [2]. Célunk az optimalis sztirsfiiggvény
megtalalasa.

Mivel feltettiik, hogy a hattérsugarzasunk, valamint a detektorzajok stacio-
nariusak, ezért a sziirSfiiggvény Q(t,t') csak a At =t —t' id6kiilonbségtol fiigg.
Az optimalis fiiggvény tovabba fiiggeni fog a detektorok egymashoz viszonyitott
helyétdl és orientéciojatol, valamint az SGWB és a detektorok zajanak spektru-
matol. Ha a detektorok nem azonos helyen és orientacidval allnak, akkor nem a
Dirac-delta fiiggvény lesz az idealis valasztas, mint (3) esetén. Ennek ellenére,
mint az a 4. dbrdn lathato, Q(t — t') ekkor is gyorsan fog 0-hoz tartani olyan
At értékekre, melyek meghaladjak a detektorok helye kozotti fénytt d/c idejét®
[3]. Tekintve, hogy a megfigyelési id6 T > d/c, az integral kiterjeszthetd [3]:

S = /T/2 dt/oo dt's1(t)s2(t)Q(t — ). (21)

—T/2

Fourier transzformacio segitségével attérve frekvenciatérbe:

S = /_OO df/_oo df/(ST(f _ f/)gﬂlﬂ(f)gz(f/)Q(f/) (22)

ahol 6r(f — f’) a Dirac-delta fiiggvény véges approximacioja (lasd (15)),
illetve g(f) a megfelels g(t) fiiggvény Fourier transzformaltja, g*-gal pedig a
komplex konjugéltat jeloljik [3]:

o0
ih=[ e (23)
— 00
Az optimizalashoz sziikséges egy extremizélhaté mennyiség, esetiinkben ez
az (4)-ben definialt jel-zaj arany, melynek a maximumat keressiik. Ehhez ismét
sziikséges S atlaga, u, és szorésa, o.
Az atlag most is konnyen felirhato, csupan most mar a két jeltag, hi(t) és
hs(t) nem azonosak. Frekvenciatérben:

8Ez annak készoénhets, hogy Q(f) o y(f), lasd (33)
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u:<s>=[wﬂ/fdﬂ%u—fwdmﬁmwv>éwv (24)

(9)-t hasznalva, hasonloan szamolva mint (10) esetén [3]:

2 o) ~
n=gosT [ U (F)Q) (25)

A T faktor 07(0)-bol jon (lasd (15) utani diszkusszi6). Az eredmény ha-
sonld, mint amikor a két detektor azonos helyen és orientaciéval all, csak most
megjelent az atfedési fiiggvény is [3].

<Riha) >= [ e Oty (26)
ahol
2
Hralf) = 55 51172 (111711 (27)

Erdemes megjegyezni, hogy a zajok egymastol és a hattérsugarzas jelétol
valo fiiggetlensége kovetkeztében

< B ()ho(t') >r< 55 (1)5(t) > (28)

Ezt a keresztkorrelaciot viszont mérni tudjuk. Ebbol kovetkezik, hogy Hia(f)-
t, ami a keresztkorrelacié Fourier transzformaltja, is mérni tudjuk. Kovetkezés-
képpen meg tudjuk mérni Qg (|f])-t, vagy legalabbis, kell§ informéacié birto-
kiaban becslést adhatunk ra. Igy, ha a detektorok zaja nem tal nagy, vagy
az SGWB spektrumara. Ez a kozelités a legjobb az 1/T < f < ¢/d tartomény-
ban lesz, mivel f < 1/T esetén a véges Fourier transzformaciohoz nincs elég jo
felbontasunk, f > c¢/d esetén pedig a v(f) atfedési fliggvény (amivel osztani kell
Qg (f) eléallitasdhoz,) v(f), tart er6sen 0-hoz [3].

Visszatérve a jel-zaj ardnyhoz: a szoéras kiszamitasdhoz ismét feltessziik,
hogy a hattérsugarzas jele joval kisebb magnituddja, mint a detektorzajok, tehat
a kimend adatsor szorasat ismét a detektorzajok szorasa hatarozza meg. A (12)
egyenlet alakja altalanos most [3]:

g [ d [ ane - nnanrinane s @)

Hasonlbéan, mint (16) esetén, az egyik dr(f — f')-t egy egyszert Dirac-delta
fiiggvénnyel kozelitve, a masiknél pedig f = f’-t behelyettesitve, és elvégezve
az integralt [3]:

ggixiﬂﬂmwwm@ﬁ (30
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A feladat most méar csak megtalalni a megfelel Q( f) sztirg figgvényt, ami
maximalizalja a jel-zaj aranyt, vagy a jel-zaj ardny négyzetét. A probléma egy
egyszerd geometriai kérdésre vezethet§ vissza a megfelel§ skalarszorzat definia-
lasaval:

(an - [ T A (DB ()P f) (31)

(31)-r8] kénnyen ellendrizhetd, hogy egy pozitiv-definit skalarszorzat (lasd:
[3]), és hogy ugyanazokkal a tulajdonsagokkal rendelkezik, mint az Euklideszi
3-dimenzioés vektorok skalarszorzata. Ekkor p atlag, és o szoras atirdsa utan a
jel-zaj arany [3]:

(32)

2
A v1FDRew (1£1)
3H3 T(Qv PRI
107 (@Q)

Ez viszont, az Euklideszi parhuzambél, akkor maximaélis, ha a vektorok ,,par-
huzamosak” [3], azaz az optimaélis fiiggveény:

D)
QD) = MFRB AR B0 (33)

ahol A\ (valés) konstans, a normalasi faktor [3].

SNR? ~ (

12



Optimal Filter Functions
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4. &bra: LIGO és Advanced LIGO detektorparok szirsfiiggvénye
id6térben Q, = €y frekvenciafiiggetlen SGWB-t feltételezve. A
fliggvények szélsGértéke abszolutértékben 1-re normalt. Eltérések ez
eltérs teljesitményspektrumbol adédnak. Az Advanced LIGO zaja-
nak teljesitményfiiggvénye kisebb magnitudoéju, illetve a korszeribb
detektor kicsit alacsonyabb frekvencidkon érzékenyebb [2]. Forras:

3]

A probléma az optimalis sztirével, hogy tartalmazza az Qg (|f|) spektrumot,
ami nem ismert el6re. A gyakorlatban ez azt jelenti, hogy nem egy, hanem tobb
sztir6t kell hasznalunk. Az &ltaldnosan elterjedt modszer, hogy feltételezziik a
spektrum hatvanyfiiggvény-szerd viselkedését: Qg.,(f) = Qo f*, ahol Q, kons-
tans. Ekkor készithetiink sziir6fiiggvényeket az o paraméter adott értékeire a
Ao normalasi faktort ugy vélasztva, hogy u = Q.7 teljestiljon. (A szamolast
tipikusan « +4 és —4 kozotti egész és fél-egész értékekeire végzik el.) Ekkor:

Qulf) = £1° (34)

Ez azért jo, mert a szlirSfliggvény alakja csupan egyetlen paramétertsl, a-tol,
fog fliggni [3]. A 4. dbrdn példaul egy frekvencia-fiiggetlen (o = 0) szlirsfiigg-
vény lathaté a LIGO detektorparokra.
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4. Detektalas

A detektalas az SGWB esetében is hasonloan torténik, mint ismert hullamfor-
maju jelek keresésénél, annyiban, hogy az adatgytjtés és tisztitas utan ki kell
fejteni az adatokat egy valasztott bazis szerint, majd tesztstatisztika kidolgozasa
és mérése segitségével keriil eldontésre, hogy tortént-e detektélas.

Esetiinkben az adat a detektorkimenetek, illetve a valasztott o hatvanyki-
tevovel, az (21) alapjan keresztkorrelaltatott S mennyiség. Erdemes az adatot
néhany mésodperces darabokra vagni, és ugy elvégezni a Fourier transzformé-
ciot, igy n darab fiiggetlen Gaussos eloszlédsu detektorkimenetet kapunk. Ez
annak koszonhetd, hogy ha a darabok néhany mésodpercesek, példaul T = 4s,
akkor a keresztkorrelalt S mennyiségiink val6jdban néhany szaz, statisztikailag
fliggetlen valoszintiségi valtozo Gsszege. Korrelacio ilyenkor a kiilonb6z6 frekven-
ciaju adatok kozott csak akkor van, ha a frekvenciakiilonbség % ~ 0.25Hz-nél
kisebb [3]. Ekkor mar nem érvényesek a (16), (21), és (30) egyenleteknél hasz-
nalt kozelitések.

Legyen tehat a feldarabolt meérési adatunk s = (S, ..., .S,,) n db statisztikai-
lag fiiggetlen, T idGintervallumt mérésiink. Tekinthetjiik ezeket ugy, mint n db
mintdja egy p atlagi, és o2 szérast normal eloszlast valoszintségi valtozénak.
Ekkor a mintanknak is van atlaga[3]:

n

=230 (35)

3

és szorésa [3]:

1
e DI C Ok (36)
i=1

Ezek ismeretében szeretnénk eldonteni, hogy detektiltunk-e gravitacios hul-
lamot. Azaz el szeretnénk donteni, hogy a két hipotézis koziil melyik teljesiil:

Hy: Nincsen jelen az adatokban SGWB.

H;y: Jelen van az adatokban egy SGWB jel, amit egy ismeretlen karakterisz-
tikus p > 0 atlagérték jellemez.

Erre a kérdésre a statisztika ad valaszt. Tipikusan az egymintds t-probat?
tervezték ennek a kérdésnek a megvalaszolasara. Az egymintas t-probaval vi-
szont az a probléma, hogy van egy paraméterfiiggsége, igy minden eredmény
fiiggni fog a valasztott n minta nagysagatol. A probléma kikiiszobdlhetd, ha
kell6en nagy n-t valasztunk, mivel ekkor a t-eloszlas a standard normal elosz-
lashoz tart. Mivel az SGWB meérések tipikusan néhany honaposak, ha T' néhany
mésodperces, akkor n 10% vagy még nagyobb. Tehét a probastatisztikink:

p—p
z = = 37
L (37)
9Egymintds  t-probarol  b&vebben  példaul: [9] 178. oldal  vagy

https://en.wikipedia.org/wiki/Student’s t-test
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ahol z egy standard normal eloszlast valosziniiségi valtozd, azaz gaussi va-
l6szintiségi valtozo 0 atlaggal és 1 szorassal [3].

Fontos megjegyezni, hogy hipotéziseink kolcsondsen kizarélagosak és telje-
sek. Ez azt jelenti, hogy egyszerre vagy az egyik teljesiil, vagy a maésik, de
valamelyik mindig igaz. Tovabba (34) miatt Qg (f) oc g, @ = 0 esetén [3].

Most mar lehetséges a kovetkezd két valosziniiség definidlasa:

p(s]0): Annak a valdszintisége, hogy a mérésiink eredmeénye s = (51, ..., Sy),
ha Hj igaz.

p(s|w): Annak a valészintsége, hogy mérésiink eredménye s, ha H; teljesiil
u karakterisztikus atlagértékkel.

(37) alapjan [3]:

p(s]0) = (276%) ™/ exp (-—jij ;*2> (38)

. o
i=1

plsl) = (276) "/ exp (—-j{j(sk"“>2> (39)

. 262
=1

Ekkor definidlhat6 a hamis riasztasi gyakorisag:

pzémwm, (40)

illetve a hamis elvetési gyakorisag

¢W=LMWW (41)

ahol Ry és Ry két diszjunkt tartomény: s € R; ha H; teljesiil'® [3]. Célunk
tehat, hogy optimadlis R; tartomanyokat valasszunk. Mivel SGWB jeleknél nem
tudunk sokat a hamis riasztasokroél, érdemes gy optimalizalni, hogy a ¢ hamis
elvetési ratat minimalizaljuk a p hamis riasztasi gyakorisag fixen tartisa mellett.
Ezt a szakirodalom Neyman-Pearson kritériumként ismeri [3]. Esetiinkben a
szamolas sokat egyszertisodik, mivel az egyik esemény, Hj,, azaz, hogy nem
mértiink gravitacids hullamot, nem fligg p paramétertsl. Az optimaélis valasztéas
esetiinkben: Hy ha p < z,0/v/n, és Hy, ha p > z,0/+/n, ahol z, a standard
normal eloszlas azon értéke, amelytdl jobbra a fiiggvény alatti teriilet értéke p
[5.4bra]. Ez atirhaté a mar ismert jel-zaj ardnnyal: akkor nincs detektalas, ha

[3]
VnSNR = \/ﬁg <z (42)

10Az el6adasok soran megismert hamis riasztasi és elvetési gyakorisagok azonosak az itt
definidltakkal, csupan az el6adason az R; tartoményok 1 dimenzidosak voltak, ezért egyet-
len szdmmal jellemezhetdvé valtak. Ez a szam azonos azzal a koszdbértékkel amely alapjan
eldontjiik, hogy tortént-e detektalas.
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5. abra: Standard normadl eloszlas. z, a valészintiségi valtozd azon
értéke, amitdl jobbra a fiiggvény alatti teriilet p.

5. Eddigi eredmények

A LIGO S5 futasa utan sem talaltak SGWB jelet az adatokban, ami tjabb, min-
den eddiginél alacsonyabb fels6 korlatot jelent a hattérsugarzas amplitudojara,
és egyszersmind korlatozé tényezs a kozmologiai modellek paraméterterére [1].

A LIGO hanfordi és livingstoni 4 km-es, valamint a hanfordi 2km-es és li-
vingstoni detektorok S5 futdsabodl szarmazé adatok paronkénti keresztkorrelal-
tatdsa az eddig ismertetett modszerrel tortént. Hatvanyszert frekvenciafiiggést
gravitacios hattérsugarzast feltételezve, a 41,5-169,25 Hz tartoményban a frek-
venciafiiggetlen gravitacios hullam spektrumra o = (2.1 4 2.7) x 107, ahol a
hiba statisztikai [1]. A Bayes-i 95%-os konfidencia intervallum!! 2y < 6.9x1075-
t ad, mig az o index -3 és 3 kozotti értékei esetén a felss korldt 1.9 x 1076 és
7.1 x 107% koz6tt mozog|[1].

A gravitacioshullam-detektorok el6tt a kozmologiaban csupan a CMB mé-
réseire lehetett elméleteket alapozni. E miatt jelenleg sok kozmologiai elmélet
létezik, széles paraméterskalakkal. Viszont a kiilénb6z6 kozmoldgiai elméletek,
és maga a CMB mérés is korlatokat adnak a graviticios hattérsugarzés ener-
giastirtiségére. A Big-Bang-Nukleoszintézis (BBN) példaul QFBN < 1.1 x 1075
korlatot ad. Ez onnan szarmazik, hogy ismert a mai elemgyakorisag, amibgl
(és més paraméterekbdl, mint az egyes folyamatok hataskeresztmetszete) kovet-
keztethetiink a BBN soran keletkezett elemek egyméashoz viszonyitott ardnyéara.
Nagy gravitacioshullam-energiastirtiségek megvaltoztattak volna a folyamatok
hataskeresztmetszetét, és ezzel a létrejott elemgyakorisagot [1]. Hasonloan a
WMAP mérései a CMB-ra eltértek volna, ha til erds gravitacioshullam-tér is
jelen van a lecsatolédaskor. Ez alapjan Q§MB < 9.5 x 1076 [1]. A 6. dbrdn

MKonfidencia intervallumokrdl bévebben példaul: [8]
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ilyen korlatok lathatoak kiilonb6z6 modellek, mérési eredmények és még meg
nem épiilt detektorok tervezett zaja alapjan.
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6. abra: Eltér6 SGWB mérések és modellek fels6 korlatai a gra-
vitacioshullam energiastriségére. A LIGO eredmények csupan a
41,5-169,25 Hz frekvenciatartomanyra érvényesek. Forras: [1]
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